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Аннотация. На основе свойств S-образных кривых развития разработана математическая модель прогно-
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воляющие рассчитать периоды ускоренного и замедленного развития показателя. Данный математический ап-
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Введение 
Среди существующих приемов прогнозиро-

вания развития технических систем особое ме-
сто занимают методы, основанные на использо-
вании законов развития технических систем [1]. 
Законы развития технических систем, на кото-
рых базируются все основные механизмы ре-
шения изобретательских задач, впервые сфор-
мулированы Г.С. Альтшуллером [2–4 и др.]. 
Согласно данному подходу технические систе-
мы (независимо от своего назначения) последо-
вательно проходят в своем развитии три этапа: 
медленное нарастание, быстрый лавинообраз-
ный рост и стабилизация одной из главных экс-
плуатационных характеристик системы. Кри-
вая, построенная в осях координат, где по вер-
тикали откладывается численное значение од-
ной из эксплуатационных характеристик, а по 
горизонтали – «возраст» технической системы 
или затраты на ее развитие, получила название 
S-образной линии жизни технической системы. 
S-кривая является иллюстрацией качественного 
развития технической системы (рис. 1) [2]. По-
нятие «Идеальность», предложенное Г.С. Аль-
тшуллером, обобщенно отражает уровень раз-
вития технической системы, степень ее техни-
ческого совершенства. 

 
 

Рис. 1. S-образная кривая развития систем:  
1 этап – рождение и «детство» системы;  
2 этап – интенсивное развитие системы, 

достижение «зрелости»;  
3 этап – период снижения роста, стабилизации  

и снижения характеристик, «старости» 
В экономике, техническом прогнозировании 

широко применяется моделирование динамики 
различных процессов в виде S–образных кривых 
[5, 6] (рис. 2). 
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Рис. 2. S-образная динамика изменения показателя 
P во времени 

Для таких кривых характерно: 
1) асимптотическое стремление к 0 (или дру-

гому нижнему пределу) при уменьшении време-
ни t и стремление к некоторому верхнему преде-
лу L c ростом времени; 

2) наличие периода ускоренного роста – до 
момента tb; 

3) наличие периода замедления роста – после 
момента tb. 

Следует отметить, что такой вид имеют и ряд 
зависимостей между техническими параметра-
ми. Исследованием таких зависимостей авторы 
данной статьи занимаются в настоящее время и 
надеются вскоре опубликовать их результаты. 
Для описания этих зависимостей используются 
уравнения Перла-Рида, Гамперца и другие 

btae1
LP , (1) 

где P – показатель системы; L – предельное зна-
чение показателя; a, b – параметры; t – время. 

Эти формулы получены как решения диффе-
ренциальных уравнений, описывающих развитие 
популяций живых организмов. Обоснования 
правомерности использования этих формул ос-
новано на некоторых аналогиях между биологи-
ческими, с одной стороны, и экономическими и 
техническими процессами, с другой стороны [2].  

Однако для прогнозирования развития систе-
мы необходимо разработать математическую мо-
дель, позволяющую определить динамику разви-
тия системы. Одним из недостатков существую-
щих подходов [7–9] является отсутствие в мате-
матической модели начала и конца процесса. В 
реальных процессах, развивающихся в конечный 
промежуток времени, невозможно интерпретиро-
вать асимптотическое стремление к какой-либо 
величине. Это снижает возможность использова-
ния модели, в частности, для прогнозирования 

исследуемых процессов. Эти соображения вызва-
ли потребность разработать другую математиче-
скую модель S–образных зависимостей. 

Теория и методы исследования 
Введём обозначения и сформулируем основ-

ные требования к такой модели (рис. 3). Обозна-
чим интервал времени развития процесса ftt ,0 , 
соответствующие значения исследуемого пока-
зателя 

,0 0PtP      ff PtP . (2) 

 
 

Рис. 3. Элементы S-образной динамики 

Мы считаем функцию tP  возрастающей. 
Возможен и симметричный случай, когда пока-
затель убывает от начального к конечному мо-
менту времени. Трансформация всех выкладок 
при этом носит только технический характер.  

Скорость изменения показателя вблизи гра-
ниц интервала снижается до 0 

0
dt
dP

dt
dP

ftttt 0
 (3) 

и увеличивается по мере удаления от граничных 
значений 

0 b2

b f2

2

2

d P a,  t t t ,   
dt
d P b , t t t ,
dt

 (4) 

где 0b   0,a  – ускорение и замедление тем-
пов роста соответственно; bt  – граница периодов 
ускорения и замедления роста показателя. 
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Тогда 

,

1 0 b

2 b f

dP =at+C ,  t t t ;   
dt
dP =-bt+C , t t t
dt

 (5) 

а с учётом (3) 

.

0 0 b

f b f

dP =a(t-t ),  t t t ;  
dt
dP =b(t -t),  t t t
dt

. (6) 
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С учётом (2) 

0,5  

.

2
0 0 0 b

2
f f b f

P(t) a(t-t ) P ,  t t t ; 
 P(t) 0,5b(t -t) P , t t t

 (8) 

S-образный характер изменения показателя 
подразумевает непрерывность его изменения 
(непрерывность графика) и плавность роста (от-
сутствие изломов кривой), т.е непрерывность 
скорости роста (непрерывность первой произ-
водной). Это обеспечивается непрерывностью 
показателя и его первой производной по време-
ни в точке tb, т.е. 

,00 bb tPtP  и 0tt0tt bb dt
dP

dt
dP

.(9) 

Из этих условий получаем систему двух 
уравнений 

22
b 0 0 f b f

b 0 f b

0,5a t -t P 0,5b t t P ;

a t -t b t -t ,
 (10) 

неизвестными в которых являются . , , 2tba  Оче-
видно, два уравнения (10) позволяют определить 
два из неизвестных параметров при известном 
третьем. 

Результаты и обсуждение 

Прежде всего, отметим важные, хотя и до-
статочно очевидные, соотношения, следующие 
из уравнений (10): 

0tt
tt

b
a

b

bf , (11) 

т.е. периоды ускоренного и замедленного разви-
тия обратно пропорциональны величинам уско-
рения и замедления. Кроме того 

2
0

2
0 ) ttattbP2(P bbff , (12) 

что даёт оценку роста показателя за весь период 
развития. 

Для дальнейшего анализа считаем известным 
момент времени tb. Тогда 

b 0 f b

V Va ; b ,
t t t t

       (13) 

где 
0

0

tt
PP

V
f

f  – средняя скорость роста пока-

зателя за период исследования. 

  
2

0
0 0 b

b 0
2

f
f b f

f b

(t-t )P(t)=V +P , t t t ; 
t -t

(t -t)
P(t)=-V +P , t t t .

t -t

 (14) 

Знание скорости роста v или значение пока-
зателя P в некоторый момент времени t позволя-
ет определить величину ускорения a или замед-
ления b, а следовательно, и всю траекторию из-
менения показателя на соответствующем интер-
вале времени 

 

 

0
0 b2

0 0

f
b f

f f

P-P va= ,   a= ,    t t t ;   
(t-t ) t-t
P -P vb= ,   b= ,    t t t .
t -t t -t

 (15) 

Тогда можно, зная начальные 0, Pt0  или 

конечные ff Pt ,  параметры траектории, опре-
делить точку перегиба (перехода от ускорения к 
замедлению): 

 

b 0 0 b

b f b f

vt = +t ,    t t t ;    
a
vt =- +t   t t t
b

 (16) 
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Из (14) следует 

00 )()( PttVtP bb , (17) 

следовательно, 

0

0

0

0)(
tt
PP

V
tt

PtP

f

f

b

b , (18) 

т.е.  точки O,  B  и F  (см.  рис.  3)  лежат на одной 
прямой. 

На практике интерес представляют моменты 
времени at и bt , в которых ν=V. В реальных вре-
менных рядах, имеющих несистематическую 
случайную погрешность, эти точки, в отличие от 
других, можно определить с достаточной степе-
нью достоверности. Отметим, что из (14) следует 

a

a 0 a 0

t=t b 0 b 0

a 0 b 0

t -t t -tdP =2V , 2V =V,
dt t -t t -t

t -t =0,5(t -t ),
 (19) 

т.е. точка at  является серединой отрезка [t0, tb]. 
Точно так же доказывается, что точка bt  являет-
ся серединой отрезка [tb, tf]. Из этого следует, что 

иb 0 a 0 f b f dP -P =4(P -P ) P -P =4(P -P ). (20) 

Проведённый анализ позволяет предложить 
следующий алгоритм анализа временного ряда, 
имеющего S–образную форму. 

1. Точка bt  определяется как точка, в кото-
рой скорость роста показателя справа от неё 
меньше, чем слева: 

t
PP

t
PP bb . (21) 

2. Знание bt  и bP  позволяет, используя (18), 
определить среднюю скорость V. 

3. Знание V даёт возможность зафиксировать 
момент dt  и величину dP . 

4. После этого в соответствии с (19) и (20) 
можно прогнозировать окончание S-образного 
процесса, который наступит в момент времени 

)( bdd ttt  на уровне )( bdd PP
3
1P .(22) 

Таким образом, модель развития процесса 
(14), построенная на предположениях (2), (3), (4) 
и (9), даёт эффективный способ прогнозирова-
ния динамики роста показателя и временных 
промежутков процесса. 

В заключение отметим, что легко доказать 
принадлежность точек A, B и D одной прямой. 
Это позволяет аппроксимировать процесс в виде 
ломаной лини OABDFи использовать достаточно 
простые линейные зависимости для практиче-
ских расчётов. 

Выводы 
Особую актуальность приобретают вопросы 

прогнозирования развития на современном этапе 
смены технологических укладов. Современный 
этап развития характеризуется интенсивным 
развитием нанотехнологий, которые являются 
ключевым фактором шестого технологического 
уклада [10–33]. С другой стороны, неравномер-
ное развитие различных отраслей промышлен-
ности, рыночные отношения, необходимость 
быстро реагировать на изменение потребностей 
и спроса потребителей требуют математически 
обоснованного определения момента времени 
внедрения инновационных разработок в дей-
ствующее промышленное производство. С этой 
точки зрения предлагаемый математический ап-
парат представляет практический интерес для 
прогнозирования развития процессов. 
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Abstract. A forecasting mathematical model for 
any system indicator changing in time is created based 
on properties of S-shape curves. Mathematical equa-
tions, which may be used for determination of indicator 
accelerating and decelerating development periods, are 
given. This mathematical approach is an efficient way 
of indicator growth dynamics forecasting and process 
time intervals determination. 
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