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Аннотация. Постановка задачи (актуальность работы). Для обеспечения необходимых свойств поверхности 

изделий широко применяются различные методы нанесения покрытий. Покрытие и изделие, на которое оно 

наносится, представляют собой систему, свойства которой зависят от многих факторов, к которым относятся 

материал покрытия и изделия, метод и режимы нанесения покрытия, также следует учитывать одновременное 

присутствие управляющих, неконтролируемых и возмущающих параметров процесса нанесения покрытия. С 

этой точки зрения актуальной задачей является разработка математического аппарата, позволяющего опреде-

лять вероятность получения функциональных свойств покрытий с учетом внешних условий эксплуатации изде-

лия. Целью работы является разработка теоретического подхода, позволяющего прогнозировать вероятность 

получения функциональных свойств покрытий с учетом наличия различных влияющих факторов. Используе-

мые методы. Системный анализ, функциональный анализ, теория вероятностей, цепи Маркова, матричное ис-

числение, метод Монте-Карло. Новизна. С использованием теории вероятностей разработан математический 

аппарат, позволяющий вычислять вероятность получения функциональных свойств порошковых покрытий, 

наносимых газотермическими методами. Результат. С использованием последовательного преобразования 

матриц получено стационарное распределение вероятности нахождения системы «изделие с покрытием» в раз-

личных состояниях, которое не зависит от начального состояния системы. С использованием метода Монте-

Карло определен предельный стационарный режим процесса. Установлена высокая сходимость результатов 

расчета вероятности получения функциональных свойств покрытий. Это свидетельствует о корректности раз-

работанного математического аппарата. Практическая значимость. Полученные результаты теоретических 

исследований могут быть адаптированы для определения вероятности получения свойств покрытий различного 

состава, которые получены различными методами нанесения. 
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гнозирования, цепи Маркова, матричное исчисление, метод Монте-Карло 
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Abstract. Problem Statement (Relevance). To ensure the required surface properties of products, various coating 

methods are widely used. The coating and the product to which it is deposited are a system which properties depend on 

many factors, including material of the coating and the product, the method and modes of deposition, and the simulta-

neous presence of controlling, uncontrolled and disturbing parameters of the coating process. From this point of view, 

an urgent task is to develop a mathematical apparatus that makes it possible to determine the probability of obtaining 

the functional properties of coatings, taking into account the external operating conditions of the product. Objectives. 

The aim is to develop a theoretical approach that makes it possible to predict the probability of obtaining the functional 

properties of coatings, taking into account the presence of various influencing factors.  Methods Applied. System anal-

ysis, functional analysis, theory of probability, Markov chains, matrix analysis, and the Monte Carlo method were used 

in the study. Originality. Using theory of probability, a mathematical apparatus has been developed that makes it pos-

sible to calculate the probability of obtaining the functional properties of coatings from powdered materials deposited 

by gas thermal spraying. Result. Using a sequential transformation of matrices, a stationary probability distribution of 

finding the “coated product” system in various states was obtained, which does not depend on the initial state of the 

system. Using the Monte Carlo method, the limiting stationary mode of the process was determined. A high conver-

gence of the results of calculating the probability of obtaining the functional properties of coatings has been established. 

This indicates the correctness of the developed mathematical apparatus. Practical Relevance. The obtained results of 

theoretical studies can be adapted to determine the probability of obtaining the properties of coatings of various compo-

sitions, which are obtained by different  methods of deposition. 

Keywords: powdered coating, functional property, gas-thermal method, forecasting probability, Markov chain, matrix 

calculus, Monte Carlo method 
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Введение 

Целью любого процесса нанесения покрытия яв-

ляется получение определенного уровня функцио-

нальных свойств, что необходимо для обеспечения 

работоспособности изделия с покрытием в опреде-

ленных условиях эксплуатации. Поэтому при разра-

ботке математических моделей, которые формализу-

ют как процессы нанесения покрытий, так и процессы 

формирования их функциональных свойств, следует 

использовать аппараты. Наличие различных факто-

ров, которые в той или иной степени оказывают вли-

яние на свойства получаемого покрытия, является 

основанием для использования аналитических и чис-

ленных задач оптимизации. При этом следует учиты-

вать, что параметры состояния покрытия носят в 

определенной степени случайный характер вслед-

ствие наличия нерегулируемых параметров или воз-

мущающих факторов, всегда присутствующих в про-

цессах нанесения покрытий. Поэтому для прогнози-

рования получения свойств покрытий необходимо 

учитывать вероятность происхождения того или ино-

го события.  Специфика существующих методов ре-

шения задач оптимизации с нечеткими переменными, 

состоящая в построении нечетких множеств цели и 

допустимых выборов и их пересечения, кроме чрез-

вычайно высокой математической сложности, не 

устраняет неопределенности в выборе решения, даже 

если в силу физических особенностей модели реше-

ние должно быть только однозначным [1-3]. 

Задачи оптимизации относятся к достаточно 

сложным теоретическим задачам, для решения кото-

рых необходимо разрабатывать специальные методы, 

которые условно делят на прямые и непрямые [4-6]. 

Применение прямых методов решения задач стоха-

стической оптимизации позволяет получить непо-
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средственный результат как решение системы диф-

ференциальных уравнений, описывающих соответ-

ствующие процессы [7-9]. В случае использования 

непрямых методов используют аппарат теории веро-

ятностей и математической статистики [10, 11]. 

Поскольку целью данного теоретического иссле-

дования является определение вероятности получе-

ния функциональных свойств покрытий, то данную 

задачу можно решать с использованием прямых ме-

тодов решения стохастических задач. Данный подход 

особенно эффективен при определении вероятности 

получения функциональных свойств покрытий, полу-

чаемых газотермическими методами с использовани-

ем в качестве исходных материалов порошковых 

композиций сложного состава. Как известно, к мето-

дам газотермического напыления относятся газопла-

менное напыление, плазменное напыление, детона-

ционное напыление, холодное газодинамическое 

напыление и другие методы, основанные на исполь-

зовании теплоты сгорания газов и их кинетической 

энергии для разогрева, ускорения и переноса порош-

кового материала на подложку. При этом покрытие 

наращивается непрерывно, как результат падения 

отдельных частиц, что обуславливает характерное 

для таких покрытий слоистое строение. Одной из 

тенденций получения покрытий такими методами 

является использование в качестве исходных матери-

алов смеси порошков, которые в покрытии образуют 

высокоэнтропийные соединения [12-14]. Данный 

подход представляет значительный интерес как со 

стороны исследователей [15-17], так и с точки зрения 

обеспечения уникальных функциональных свойств, 

характерных для данного вида материалов [18-20]. 

Однако наличие большого количества управляющих 

факторов наряду с нерегулируемыми параметрами, 

которые в конечном итоге будут определять функци-

ональные свойства покрытия, требуют разработки 

математических моделей, позволяющих рассчитывать 

вероятность получения функциональных свойств по-

рошковых покрытий из высокоэнтропийных соеди-

нений при газотермических методах их нанесения.    

Методы решения 

Процесс нанесения покрытия в общем виде мож-

но представить как переход системы из одного состо-

яния в другое, причем каждый акт такого перехода 

происходит в конкретный промежуток времени. Ко-

нечным результатом таких переходов является изде-

лие с покрытием, обладающее необходимыми функ-

циональными свойствами. В общем виде переход си-

стемы из исходного состояния в конечное можно 

представить в виде вектора. При прогнозировании 

искомого вектора состояния, в котором будут нахо-

диться необходимые полученные функциональные 

свойства в результате рассматриваемых процессов 

нанесения покрытий, будем рассматривать задачу как 

стохастическую и воспользуемся уравнением 

  




j

ijjij
PP

t

i 


,               (1) 

где ωi  – вероятность нахождения системы в состоя-

нии, характеризуемом набором характеристик i  

(квантовых чисел); Pij  – вероятность перехода в еди-

ницу времени из состояния j в состояние i, 0
ij

P .  

Вероятности  ωi  представляют собой диагональ-

ные элементы статистического оператора в собствен-

ном представлении.  

Уравнение (1) легко выводится на основе других 

уравнений, например с помощью уравнения М.В. Смо-

луховского [21]. Оно сохраняет нормировку распреде-

ления вероятностей и является уравнением релаксаци-

онного типа: описываемая этим уравнением система 

получения свойств материалов с течением времени не-

обратимо релаксирует к некоторому не зависящему от 

времени стационарному состоянию. Выбор того или 

иного модельного представления для вероятностей пе-

реходов  Pij позволяет использовать это уравнение для 

описания стохастического процесса получения новых 

свойств материалов. 

Перепишем уравнение (1) для удобства матема-

тического исследования в матричном виде для векто-

ра состояния W с компонентами  ωi : 

W
t

W





,                              (2) 

где Λ – матрица перехода с элементами, 


k

kijijij PP  .                      (3) 

Так как вероятности переходов  Pij  вещественны, 

то матрица Λ будет эрмитовой, то есть ее собствен-

ные значения вещественны, а собственные векторы – 

ортогональны. Формальное решение уравнения (2) 

запишем в виде 

   0WetW
t

 ,                           (4) 

где W(0) – вектор состояния в начальный момент 

времени. 

Проверим полученные уравнения на модельном 

примере (рис. 1). 

Из полученных данных видно, что распределение 

вероятностей необратимо релаксирует к некоторому 

не зависящему от времени состоянию. Однако такой 

подход значительно упрощает поставленную задачу и 

может привести к неадекватному результату.  
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Рис. 1. Оценка вероятности получения 

функциональных свойств покрытий 

(проверочный расчет) 

Fig. 1. Assessment of the probability of obtaining the 

functional properties of coatings (verification 

calculation) 

Если рассматривать искомые функциональные 

свойства как последовательность случайных векто-

ров, то можно сформулировать предельные теоремы, 

подобные тем, которые приводятся для последова-

тельностей случайных величин. Продемонстрируем  

это на примере законов больших чисел. В формули-

ровке этих законов обычно используют сходимость 

по вероятности. В рассматриваемом случае нанесения 

покрытий можем использовать случайные векторы 

как элементы гильбертова пространства, которое в 

теории вероятностей называется среднеквадратиче-

ской (или сильной) сходимостью.  Гильбертово про-

странство – это линейное бесконечномерное про-

странство, в котором задано скалярное произведение 

и выполнено условие полноты относительно нормы, 

порождаемой этим скалярным произведением  [22-

24]. В рассматриваемом случае имеем действительное 

гильбертово пространство, а так как для решения за-

дачи используем методы линейной алгебры, то и опе-

раторы будут линейные. В упрощенном виде можно 

сказать, что линейным оператором является матрица. 

Ее элементы могут быть разнообразными – от чисел 

до функций. В дальнейшем будем использовать эту 

сходимость в среднем, что влечет за собой сходи-

мость по вероятности. 

Полученные результаты и их обсуждение 

Пусть имеется некоторая физическая система S 

(металлическое изделие, на которое наносится по-

крытие, с сохранением своего химического состава 

слоя в процессе нанесения покрытия), которая с тече-

нием времени меняет своё состояние (переходит из 

одного состояния в другое) заранее неизвестным, 

случайным образом. Тогда будем говорить, что в си-

стеме S протекает случайный процесс. К такой систе-

ме будем относить материал с нанесенным покрыти-

ем, а нанесение покрытий и получение заданных 

функциональных свойств покрытия будем считать 

собственно случайным процессом. Разделим процесс 

нанесения покрытия на отдельные акты, которые 

происходят в конкретный момент времени, когда по-

лучаем конкретную величину толщины покрытия. 

Будем считать процесс нанесения покрытий случай-

ным процессом с дискретными состояниями и дис-

кретным временем в определенном замкнутом про-

странстве. Иными словами, в каждый отдельный акт 

процесса нанесения покрытия (дискретное время) 

происходит формирование единичного пятна покры-

тия. То есть в определенный момент времени проис-

ходит определенное изменение состояния системы, 

на изделие наносится определенное количество мате-

риала покрытия, и происходит формирование опре-

деленной толщины покрытия. На основании этого в 

дальнейшем для решения задачи исследования ис-

пользуем математический аппарат случайных функ-

ций [25]. 

Введя m фиксированных моментов времени (искус-

ственная дискретизация времени), за который происхо-

дит один акт формирования покрытия из порошкового 

материала, получим систему случайных величин X(t1), 

X(t2), ..., X(tm). Тогда случайную функцию можно пред-

ставить как бесконечномерную систему случайных ве-

личин. Поскольку в технологических процессах нанесе-

ния покрытий газотермическими методами материал 

покрытия находится в основном в порошкообразном 

состоянии, то будем считать, что процесс происходит в 

ограниченной по величине зоне контакта наносимого 

материала (иными словами, отдельной порошковой ча-

стицы) с основой. Формирование покрытия заданной 

толщины  происходит путем постепенного наращивания 

слоя от основания изделия нормально внешней поверх-

ности покрытия. Такая физическая система может нахо-

диться в состояниях S1, S2, …, Sn, причем изменения 

состояний происходят скачками только в определенные 

моменты времени t1, …, tm . Тогда вероятность нахож-

дения системы в состоянии Sj определится следующим 

образом: 

      
imjm

m

ij StSStSPP  1
.          (5) 

Процесс будет марковским, если эта вероятность 

на каждом шаге зависит только от состояния, в кото-

рое система попала на предыдущем шаге, и не зави-

сит от предыдущих шагов, то есть условная вероят-

ность не должна зависеть от m [26]. Для вычисления 

вероятностей переходов за m шагов служит равенство 

Маркова: 

     rmPrPmP
lj

k

l

ilij


1

,               (6) 

где  k − общее число состояний, которое вытекает из 

формулы полной вероятности, где в качестве гипотез 

фигурируют всевозможные промежуточные состояния.  

Таким образом, для того чтобы найти матрицу 

перехода за m шагов, следует матрицу перехода за 1 

шаг возвести в степень m. 
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Будем рассматривать систему S cо следующими 

состояниями: 

S1 – начальное состояние системы и начала про-

цесса; 

S2 – состояние системы и процесса (до получения 

требуемого уровня функциональных свойств покрытия); 

S3 – состояние системы и процесса (искомые 

функциональные свойства покрытия); 

S4 – состояние системы и процесса (функциональ-

ные свойства покрытия выше требуемого уровня). 

На рис. 2 представлен граф состояний системы. В 

результате решения будет справедливым достижение 

системой состояния S3, то есть получение покрытия с 

требуемыми функциональными свойствами. 

 

Рис. 2. Граф возможных состояний системы «изделие 

с покрытием» 

Fig. 2. Graph of possible states of the “coated product” 

system 

Используем расчет вероятности получения иско-

мых функциональных свойств покрытия (состояние 

S3). Исходя из анализа графа состояний, литератур-

ных источников, риск-ориентированного подхода, 

составим матрицу перехода, для этого зададим 

начальное распределение вероятностей и рассчитаем 

состояние после первого, второго, третьего и четвер-

того шагов. Будем использовать табличный процес-

сор MS-Excel. Результаты расчетов представлены в 

матричном виде: 
 

1 Матрица перехода 

S1 0 0 1 0 

S2 0,1 0,7 0,2 0 

S3 0 0,05 0,9 0,05 

S4 0,2 0 0,2 0,6 
 

2 Матрица перехода за 2 шага 

S1 0 0,05 0,9 0,05 

S2 0,07 0,5 0,42 0,01 

S3 0,015 0,08 0,83 0,075 

S4 0,12 0,01 0,5 0,37 
 

 
 

3 Матрица перехода за 3 шага 

S1 0,015 0,08 0,83 0,075 

S2 0,052 0,371 0,55 0,027 

S3 0,023 0,0975 0,793 0,0865 

S4 0,075 0,032 0,646 0,247 
 

4 Матрица перехода за 4 шага 

S1 0,0230 0,0975 0,7930 0,0865 

S2 0,0425 0,2872 0,6266 0,0437 

S3 0,0271 0,1079 0,7735 0,0916 

S4 0,0526 0,0547 0,7122 0,1805 

Результаты расчета распределения вероятностей в 

начальном и последующих состояниях системы «из-

делие с покрытием» (см. рис. 2) представлены в таб-

личной форме: 

Начальное распределение 

1 0 0 0 
 

После 1-го шага 

0 0 1 0 
 

После 2-го шага 

0 0,05 0,9 0,05 
 

После 3-го шага 

0,015 0,08 0,83 0,075 
 

После 4-го шага 

0,023 0,0975 0,793 0,0865 

Очевидно, что распределение вероятностей сов-

падает с первой строкой матриц. Так, в начальном 

состоянии система находилась в состоянии S1. 

Переходим к отысканию стационарного распре-

деления вероятности нахождения системы «изделие с 

покрытием» в различных состояниях (см. рис. 2), ис-

пользуя последовательное преобразование матриц:    
 

Матрица перехода -1 

-1 0 1 0 

0,1 -0,3 0,2 0 

0 0,05 -0,1 0,05 

0,2 0 0,2 -0,4 
 

Матрица А 

-1 0 1 1 

0,1 -0,3 0,2 1 

0 0,05 -0,1 1 

0,2 0 0,2 1 
 

Матрица А обратная 

-0,5625 -0,2500 -1,5000 2,3125 

0,1875 -3,2500 0,5000 2,5625 

0,4063 -0,3750 -2,2500 2,2188 

0,0313 0,1250 0,7500 0,0938 
 

Стационарное распределение 

0,0313 0,125 0,75 0,0938 

Полученное стационарное распределение не за-
висит от начального состояния системы, то есть в 
системе имеет место эргодический процесс. Случай-
ный процесс будем называть эргодическим, если лю-
бая его статистическая характеристика равна соответ-
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ствующей характеристике, полученной усреднением 
по времени одной-единственной реализации [24]. Все 
состояния рассматриваемой системы «изделие-
покрытие» являются существенными и сообщающи-
мися. Таким образом, в установившемся режиме ве-
роятность получения искомых функциональных 
свойств покрытий будет составлять 0,75.  

Для определения предельного стационарного ре-
жима мы должны получить достаточно длинную реа-
лизацию случайного процесса. Для этого будем ис-
пользовать метод Монте-Карло [27]. В этом случае 
начальное состояние можно задать любым. Метод 
реализуется в соответствии со следующим правилом: 
событие, имеющее вероятность p, наступает в том 

случае, если случайное число γ  оказывается меньше, 

чем p. Поэтому если предыдущим состоянием являет-

ся S1, то в случае γ <  P11 система останется в этом 

состоянии; в противном случае произойдёт переход в 
состояние S2 и т.д. Если же предыдущим состоянием 

является S2, то в случае  γ <  P21 произойдёт переход 

в состояние S1 и т.д.; в противном случае система 
останется в том же состоянии. 

Моделирование осуществим с использованием 
MS-Excel. Рассмотрим реализацию случайного про-
цесса на примере 500 моментов времени. Стационар-
ное предельное распределение вероятностей состоя-
ний может быть оценено таким образом: 

T

T
P 1

1
 ; 

T

T
P 2

2
 ; 

T

T
P 3

3
 ; 

T

T
P 4

4
 .          (7) 

Предельное стационарное распределение 

0,029 0,149 0,741 0,081 

Вероятность нахождения системы «изделие с по-

крытием» в разных состояниях представлено на рис. 3.  

 

Рис. 3. Предельное стационарное (синий цвет)  

и стационарное распределение (красный цвет) 

вероятности нахождения системы «изделие  

с покрытием» в разных состояниях (см. рис. 2) 

Fig. 3. The limiting stationary (blue) and stationary  

distribution (red) of the probability of finding  

the “coated product” system in different states 

(see Fig. 2) 

Из полученных результатов видно, что получен-

ные предельные оценки сходятся по вероятности к 

стационарному распределению. Таким образом, веро-

ятность прогноза случайного вектора состояния 

функциональных свойств покрытия равна 0,741. 

Заключение 

Целью нанесения любого функционального по-

крытия является обеспечение надежной и безотказ-

ной работы изделия в определенных условиях экс-

плуатации. При этом следует учитывать, что изделие 

с покрытием следует  рассматривать как единую 

иерархическую систему, состоящую из самого изде-

лия, на которое наносится покрытие, и покрытие как 

таковое. Поскольку любой технологический процесс 

характеризуется наличием различных факторов, ко-

торые в конечном итоге определяют и влияют на 

формирование покрытия и его функциональные свой-

ства, то прогнозирование вероятности получения тре-

буемых свойств покрытия является важной теорети-

ческой задачей. Разработанный теоретический под-

ход, основанный на использовании теории марков-

ских процессов, позволяет с высокой долей достовер-

ности оценить вероятность обеспечения функцио-

нальных свойств покрытий, что показано на примере 

получения покрытий из высокоэнтропийных соеди-

нений газотермическими методами. 
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