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Аннотация. Постановка задачи (актуальность работы). Работа направлена на обоснование связи предель-

ной толщины смачивающей пленки со скольжением жидкости и разработку выражения для поправки на терми-

ческое скольжение жидкости на гидрофобной поверхности к силе гидродинамического сопротивления утонче-
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нок, осложненной учетом скольжения жидкости, имеет целью разработку эффективной технологии извлечения 

микродисперсий золота методом флотации. Используемые методы. Выражение для поправки к силе гидроди-

намического сопротивления утончению смачивающих пленок получено путем совместного решения уравнения 

Навье-Стокса, записанного для исследуемых условий, и уравнения неразрывности для несжимаемой жидкости. 

Натурные эксперимента по флотации выполнены на пробах руд двух участков Березняковского золоторудного 

месторождения. В опытах по флотации использовали лабораторную установку на основе флотомашины колон-

ного типа квадратного сечения размером 47×47 мм. Новизна. Выявлено, что влияние скольжения жидкости на 

снижение предельной толщины смачивающей пленки заключается в уменьшении силы гидродинамического 

сопротивления удалению жидкости из межфазного зазора термокапиллярным, термоосмотическим и капилляр-

но-концентрационным поверхностным течением. Результат. Получено выражение для поправки на скольжение 

к силе гидродинамического сопротивления в процессе взаимодействия частицы с пузырьком. С целью исполь-

зования эффекта скольжения флотацию выполняют термонагруженными пузырьками, смешивая воздух, посту-
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зырьков увеличивается за счет теплоты конденсации пара, что интенсифицирует эффект скольжения. Практи-

ческая значимость. Проведены натурные испытания разработанной технологии на двух пробах золотосодер-

жащей руды, результаты которых доказывают ее эффективность. 
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Abstract. Problem Statement (Relevance). The research is aimed at providing rationale for the relationship between limit 
thickness of a wetting film and slip of liquid and developing an expression to correct for the thermal slip of liquid on a hy-
drophobic surface to force of hydrodynamic resistance to thinning of the wetting film. Objectives. Obtaining new 
knowledge in the field of stability of wetting films complicated by taking into account the slip of liquid aims at developing 
an efficient technology for the extraction of gold microdispersions by flotation. Methods Applied. The expression for the 
correction to force of hydrodynamic resistance to thinning of wetting films is obtained by solving simultaneous equations, 
namely the Navier-Stokes equation, written for the conditions under study, and the continuity equation for incompressible 
liquid. In-situ flotation experiments were performed on ore samples from two sections of the Bereznyakovskoe gold depos-
it. The experiments on flotation were carried out on a laboratory unit based on a column-type flotation machine of a square 
cross-section, 47x47 mm. Originality. It has been revealed that the influence of slip of liquid on reduction of limit thick-
ness of the wetting film consists in reduced force of hydrodynamic resistance to liquid removal from the interfacial gap by 
thermocapillary, thermoosmotic and capillary concentration surface flows. Result. The authors obtained an expression for 
the correction for slip to hydrodynamic resistance force in the process of the interaction between a particle and a bubble. In 
order to use the effect of sliding, flotation is performed by thermally loaded bubbles, mixing air entering the flotation ma-
chine with hot water vapor. In this case, water temperature in the boundary layers of bubbles increases due to steam con-
densation heat, which intensifies the slip effect. Practical Relevance. Field tests of the developed technology were con-
ducted on two samples of gold-bearing ore, and their results prove its efficiency. 
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Введение 

Флотация остается основным процессом, применя-
емым при обогащении руд, что объясняется высокой 
эффективностью разработанных и применяемых техно-
логий, основанных на результатах исследований про-
цессов разделения минералов по смачиваемости на 
микро- и молекулярном уровнях [1-3]. Причем умень-
шение размеров флотационной дисперсной фазы явля-
ется причиной роста влияния поверхностных сил [4-7], 
баланс которых определяет селективность разделения 
мелких (безынерционных) частиц [8-12]. Очевидными 
решениями проблемы флотации мелких частиц [13-15] 
является применение нанопузырьков [16-21] или пред-
варительная агрегация мелких частиц [22, 23]. 

При взаимодействии гидрофобных частиц сни-
жению гидродинамического сопротивления течению 
жидкости в зазоре между частицами способствует 

скольжение жидкости [24-26]. 
То, что флотация малых частиц – качественно но-

вый процесс, доказывает применение при обсужде-
нии результатов ее исследования специальной терми-
нологии: «микрофлотация» [22] и флотация «безы-
нерционных» частиц [27]. В терминах современной 
физикохимии экспериментальные данные по агрега-
ции гидрофильных частиц осуществляют с привлече-
нием теории ДЛФО. Однако в случае агрегации и 
флотации гидрофобных частиц для согласования тео-
рии и эксперимента необходимо применять новые 
механизмы дальнодействующих поверхностных сил, 
объединенных в литературе общим названием «не-
ДЛФО»-силы [28-30], учитываемых расширенной 
теорией ДЛФО (XDLVO [5, 31, 32]). 

Было показано, что для дополнения сил, участ-
вующих в разделении минералов, поверхностными 
силами, отличающимися высокой чувствительностью 
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к температуре, достаточно нагреть вблизи пузырька 
слой воды толщиной от 4 до 8 нм, внутри которого 
локализовано действие поверхностных сил. В насто-
ящей работе нагрев воды в граничных слоях пузырь-
ков осуществляют, выполняя аэрацию пульпы смесью 
воздуха с горячим (≥104°С) водяным паром (паровоз-
душной смесью). 

Цель работы – разработка поправки на термиче-

ское скольжение вязкой жидкости на гидрофобной 

поверхности при гидродинамическом взаимодей-

ствии частицы и пузырька в процессах флотации 

микродисперсий золота с применением режима аэра-

ции пульпы паровоздушной смесью. 

Теоретические положения 

При флотации значение адсорбции Г вдоль поверх-

ности пузырьков непрерывно изменяется так, что ад-

сорбция на периферии межфазной пленки оказывается 

выше, чем в тот же момент в центре пленки (рис. 1): 

   Г 0, Г , .t a t                            (1) 

Разница      δГ , Г , Г ,r t r t a t   является причи-

ной появления напряжений сдвига и связанных с ни-

ми поверхностных течений Марангони – движущей 

силы процесса стабилизации межфазной пленки. 

 

Рис. 1. Схема появления поверхностных течений  

Марангони при гидродинамическом  

взаимодействии твердой частицы (1)  

и пузырька воздуха (2): 1 – твердая частица; 

2 – пузырек газа; 3 – распределение адсорбции  

Г(r) и поверхностного натяжения σ(r);  

4 – втекание жидкости в межфазный зазор 

Fig. 1. Scheme of the surface Marangoni currents  

at a hydrodynamic interaction of a solid particle  

(1) and an air bubble (2): 1 is a solid particle,  

2 is a gas bubble, 3 is a distribution of adsorption 

Г(r) and surface tension σ(r), 4 is liquid inflow  

into the interfacial gap 

Взаимодействие частицы с поверхностью пузырька 
завершается формированием между ними пленки жид-
кости, предельная толщина которой hlim может быть 
найдена из условия равенства нулю потока жидкости 
через любое цилиндрическое сечение пленки [33]: 

 
1

2 2 2

lim

1

9 γ θ
π tg μ 1 μ χ ,

48 η 2
b n n

n

a
h R

b





        
      (2) 

где γ – коэффициент торможения поверхности пу-
зырька, связанный с динамической вязкостью жидко-
сти η соотношением γ/η = 0,3; μn – корни функции 
Бесселя первого рода; a/b = 3 – коэффициент упло-
щения зерна золота; τb – время ближнего гидродина-
мического взаимодействия частицы с пузырьком; 

Г Т χ

τ
υ υ υ

D

b b b
    – время релаксации к состоянию 

нового равновесия пленки (время, в течение кото-
рого объем вытекающей жидкости отличается не 
более чем на 1% от полного изменения объема при 
переходе пленки из одного состояния равновесия в 

другое); χ = τb/2τD;  1

Гυ η σ / C Cb lR       – ско-

рость капиллярно-концентрационного потока [48, 49]; 

 1

Tυ η σ / T Tb lR       – скорость термокапилляр-

ного потока;  χυ 2 ς Т/ Т/b bh R R       – скорость 

термоосмотического потока; ΔТ, ΔС – перепад по 
длине межфазной пленки температуры и концентра-
ции ПАВ; ς  = 7,5·10

-3
 см

2
/с – коэффициент термоос-

моса для воды. 

Выведем выражение для поправки на термическое 
скольжение к силе, оказывающей гидродинамическое 
сопротивление удалению жидкости из межфазного 
зазора между частицей и пузырьком. 

Для описания гидродинамического процесса в ис-
следуемых условиях уравнение Навье-Стокса запишем 
в следующем виде [34]: 

2

2 2

2

2

υ υ υ1

μ 0.
υ υ1

r r r
r

r z

z z
z

r e
r r r z r p p

e e
r r

r e
r r r z

     
     

       
                   

   (3) 

Тогда для  компоненты re  получается следующее 

уравнение:  

2

2

υ
μ 0.r p

z r

 
 

 
                            (4) 

Уравнение неразрывности для несжимаемой жид-

кости υ 0  в цилиндрической системе координат 

имеет вид 

  θ
υ υ υ1 1

0.
θ

r z
r

r r r z

  
  

  
               (5) 

Откуда для осесимметричных течений θυ 0  

следует 
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 υυ 1
0.rz

r

z r r


 

 
                        (6) 

Интегрированием уравнения (4) получим соотно-

шение для радиальной составляющей скорости потока 

жидкости: 

 1

2

1 2

υ 1
υ dz С dz

η

1 1
С С .

μ 2

r
r

p
z

z r

p
z z

r

 
    

 

  
    

  

 
          (7) 

Постоянные интегрирования даются соотноше-

ниями 

2 lim 1 2 lim 1

1 1
0, С С 0, С С ;

μ μ

p p
z h h

r r

 
         

 
  (8) 

2

1 2

2

1 2

1 1
, C C 0,
μ 2

1 1
0, C C 0.

μ 2

p
z h h h

r

p
h h

r

  
     

  


    


            (9) 

С учетом соотношений (8) и (9) несложно найти 

величины постоянных интегрирования 

2 2

lim
1 2

lim lim

1
С , С ,

2 2

hh h

h h h h
     

 
      (10) 

подстановкой которых в уравнение (7) оказывается 

возможным получить в удобной форме уравнения ра-

диальной составляющей скорости потока  

2 2
2

lim lim

1
υ

2μ
r

p h h
z z

r h h h h

 
     

   
          (11) 

и производной радиальной скорости потока  

2

lim

υ 1
2 .

2μ

r p h
z

z r h h

  
   

   
              (12) 

Тогда интегрированием уравнения неразрывности 

(6) по z получим 

 23

lim

20
lim

41 1
dz .

6μ

h rph hp h
r

r r r h h r r

  
      
    

     (13) 

Обозначив через 

3

lim

lim

4
,

6μ

h hh
K

h h


 


 уравнение для 

давления в дифференциальной форме запишем в виде 

.
p

K r Ur
r r

  
  
  

                     (14) 

Выражение для давления  

 2

1 2C ln C
4

U
p r r

K
                   (15) 

получим интегрированием дифференциального урав-

нения (14): 

2

1

1

dr dr.

C .
2

dr
dr C .

2

p U
K r r

r r K

p U r
r

r K

p U
r

r K r

  
 

  


  




 



 

  

                (16) 

Для определения силы гидродинамического со-

противления, тормозящей движение твердой частицы, 

проинтегрируем выражение (16) по ее поверхности и 

после подстановки значения K получим: 

4
*

3

3
Ф πμ Ф,

2

UR
F F

h
                     (17) 

где Ф – искомая поправка на тепловое скольжение жид-

кости по гидрофобной поверхности, дается выражением 

lim

lim

Ф .
4

h h

h h





                               (18) 

Поскольку поправка на скольжение (18) всегда 

меньше единицы, то ее влияние на эффективность об-

разования флотокомплекса проявляется в снижении 

абсолютной величины hlim (2) в результате уменьшения 

силы гидродинамического сопротивления (17) удале-

нию жидкости из межфазного зазора между частицей и 

пузырьком. Если связать структуру воды в граничных 

слоях пузырьков (за слоем «связанной» воды размеще-

ны противоионы слоя Штерна [35]) с их «гидрофобно-

стью», то для использования эффекта скольжения до-

статочно нагреть воду в слое толщиной 4-8 нм. С этой 

целью в качестве газовой фазы при флотации исполь-

зуют смесь воздуха с горячим водяным паром, теплота 

конденсации которого затрачивается на повышение 

температуры воды в граничных слоях пузырьков. 

Полученные результаты и их обсуждение 

Результаты расчета (в среде Maple 2021) значе-

ний предельной толщины межфазной пленки hlim 

приведены на рис. 2. 

Как следует из данных рис. 2, а, высокая вероят-

ность осаждения мелких частиц на поверхность пу-

зырька существует только вблизи его верхнего полюса. 

При перемещении частицы по поверхности пузырька к 

экватору сила гидродинамического сопротивления 

удалению жидкости из межфазного зазора увеличива-

ется за счет выравнивания встречных потоков, образо-

ванных скольжением жидкости и конвекцией Маран-

гони, и эффективность захвата становится ничтожно 

малой (рис. 2, б). Только при условии χ >>1 (где χ – 

комплексный параметр, учитывающий различные ме-

ханизмы скольжения – термокапиллярный, термоос-

мотический и капиллярно-концентрационный) дви-

жущей силой уменьшения предельной толщины сма-

чивающей пленки hlim является течение, направленное 

от ее центра к периферии (рис. 2, в). 
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а б в 

Рис. 2. Результаты анализа зависимости предельной толщины межфазной пленки hlim от факторов флотации:  
зависимость hlim от величины поправки на стабилизацию межфазной пленки χ = τb/2τD (при угле встречи  
θ частицы с пузырьком от π/100 до 6π/100 (a) и при угле встречи θ от 8π/100 до 10π/100 (б)) и от угла  
встречи θ частицы с пузырьком (при изменении величины поправки на стабилизацию межфазной 
пленки χ от 0,01 до 10) (в) 

Fig. 2. Results of the analysis of the dependence between limit interfacial film thickness hlim and flotation factors:  
dependence between hlim and interfacial film stabilization correction χ = τb/2τD (at impact angle θ  
of the particle with the bubble from π/100 to 6π/100 (a) and at impact angle θ from 8π/100 to 10π/100 (б))  
and impact angle θ of the particle with the bubble (when changing interfacial film stabilization correction χ  
from 0.01 to 10) (в) 

Изменение предельной толщины межфазной плен-

ки hlim в координатах 
τ

θ
τ

b

D

  приведено на рис. 3. Гра-

фики рис. 3 не противоречат графикам рис. 2. Таким 

образом, следствием нагрева воды в граничных слоях 

пузырьков является высокая скорость ее удаления из 

смачивающих пленок интенсивным скольжением. 

При флотации руд пробы-1 по технологической 

схеме, принятой на действующей золотоизвлекатель-

ной фабрике, в товарный концентрат извлечено 

82,93% золота при выходе концентрата 3,07% и со-

держании 20,80 г/т золота. Эксперименты выполнены 

по принципу непрерывного процесса.  

 

Рис. 3. Результаты анализа hlim в координатах 
τ

θ
τ

b

D

  

Fig. 3. Results of hlim analysis in coordinates 
τ

θ
τ

b

D

  

При флотации по схеме рис. 4 использован ре-

жим флотации паровоздушной смесью: при каждом 

смешении чернового концентрата с исходной рудой 

в течение короткого периода времени (15-20% от 

общего) в качестве газовой фазы использовали па-

ровоздушную смесь. В этом случае достигался мак-

симум синергетического эффекта – от увеличения 

содержания Au от 0,77 до 1,22 г/т (при первом сме-

шении чернового концентрата с исходной рудой) и 

до 1,62 г/т при втором смешении (то есть на 58,4 и 

110,4 отн.% по отношению к исходной руде) и аэра-

ции пульпы паровоздушной смесью. При этом опе-

рационное извлечение Au увеличивалось от 83,74 до 

91,28 и 94,40% соответственно. В опыте, выполнен-

ном в замкнутом цикле (7 параллельных навесок), 

извлечение Au в товарный концентрат составило 

87,62% при содержании 27,65 г/т Au при уменьше-

нии выхода концентрата Δγ на 20,52 отн.%. 

При флотации руд пробы-2 (0,96 г/т Au в руде) 

при сохранении достигнутого по базовой техноло-

гии уровня извлечения Au (74,95%) применение ре-

жима флотации пузырьками воздуха, заполненными 

горячим водяным паром, при двукратном смешении 

чернового концентрата с исходным питанием позво-

ляет получить прирост содержания золота в черно-

вом концентрате с 4,97 до 6,29 г/т (степень концен-

трации золота увеличивается с 5,199 до 6,579) при 

снижении выхода концентрата. 
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Рис. 4. Результаты обогащения пробы-1 в опыте, моделирующем замкнутый цикл 
Fig. 4. Results of sample 1 enrichment in the experiment simulating the closed cycle 

Заключение 

Получено выражение для поправки на термиче-
ское скольжение к гидродинамической силе сопро-
тивления утончению смачивающей пленки. Величина 
поправки выражается в долях критической толщины 
смачивающей пленки: на этих расстояниях между 
частицей и пузырьком начинает проявляться дей-
ствие поверхностных сил структурного происхожде-
ния – сил гидрофобного притяжения и гидрофильно-
го отталкивания. Поправка, абсолютная величина 
которой меньше единицы, учитывает три механизма 
поверхностных течений жидкости в межфазном зазо-
ре – термокапиллярный, термоосмотический и капил-
лярно-концентрационный. 

С целью использования эффекта скольжения для 
повышения эффективности разделения минералов в 
качестве газовой фазы при флотации используют 

смесь воздуха с горячим водяным паром. В этом слу-
чае температура воды в граничных слоях пузырьков 
увеличивается за счет теплоты конденсации пара, что 
интенсифицирует эффект скольжения. 

При выполнении натурных экспериментов на ру-

де пробы-1 технологический эффект от использова-

ния разработанной технологии заключался в умень-

шении выхода концентрата на 20,52 отн.% и увеличе-

нии извлечения золота на 4,69 абс.% в сравнении с 

базовой технологией.  

Эффективность разработанной технологии при 

флотации руд пробы-2 (0,96 г/т Au в руде) проявля-

лась в том, что при сохранении достигнутого по базо-

вой технологии уровня извлечения Au (74,95%) сте-

пень концентрации золота в операции основной фло-

тации увеличивалась с 5,199 до 6,579 при снижении 

выхода концентрата. 
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