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Аннотация. Приведен ряд результатов по отысканию параметров равнонапряженных листовых рессор. 
Рассмотрен нелинейный изгиб однолистовой рессоры переменного профиля и установлено, что оптимальный 
профиль при сильном изгибе является эллиптическим. Изучен линейный изгиб двухлистовой рессоры с листа-
ми переменного профиля. Доказано, что для листов различной длины равнонапряженная рессора не существует 
при сохранении знака напряжения вдоль листов; для листов одинаковой длины такая рессора существует. Если 
же знак может не сохраняться, но модуль напряжения сохраняется, то равнонапряженная рессора существует 
при достаточно большой длине короткого листа и имеет внутренний шарнир. Найдены параметры частично 
равнонапряженной двухлистовой рессоры с листами постоянного профиля и установлена связь этих параметров 
с решением задачи минимизации максимальных напряжений в рессоре. 
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Введение 

Листовые рессоры широко используются в 
подвесках автомобилей (рис. 1) [1, 2]. Известно 
также использование листовых рессор в качестве 
упругих элементов протезов стопы (рис. 2) [3–5]. 
Поэтому задача о проектировании надежных и 
долговечных листовых рессор является актуаль-
ной. Важнейшей характеристикой рессоры, 
определяющей ее прочность, является величина 
максимального напряжения. Оптимальными 
считаются равнонапряженные рессоры, или 
максимально приближенные к равнонапряжен-
ным [1, 4, 6, 7]. В настоящее время задача такой 
оптимизации рессоры не является в достаточной 
мере изученной, в частности, потому, что требу-
ет решения также недостаточно изученной зада-
чи об одностороннем контакте листов рессоры 
[8, 9]. В данной работе рассмотрены такие зада-
чи построения равнонапряженной рессоры, ко-
торые требуют лишь минимального обращения к 
решению соответствующей контактной задачи. 

 
 

Рис. 1. Упругий элемент подвески автомобиля 

 

 
 

Рис. 2. Упругий элемент протеза стопы 

Математическая модель листовой рессоры 

Простейшая модель листовой рессоры [6, 8] 
представляет собой пачку N консольно закреп-
ленных балок (листов) Бернулли – Эйлера [10] 
одинаковой ширины w, но с различными длина-
ми 1,...,Nl l и различными переменными толщи-

нами 1(),..., ()Nhx h x (x – координата, отсчиты-

ваемая вдоль балки) (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Модель листовой рессоры 

В естественном состоянии (без нагрузки) ли-
сты являются плоскими и плотно прилегают 
друг к другу; трение между листами отсутствует. 
К краю самого длинного листа, перпендикуляр-
но листу, приложена сосредоточенная следящая 
сила F. Форма изогнутого листа (в равновесии) 
задается функцией φ(х), где φ – угол между про-
филями изогнутого и неизогнутого листов 
(рис. 4). Если лист изогнут, то в точке с коорди-
натой x со стороны правой (по отношению к 
данной точке) части листа на левую действует 
сосредоточенный момент 

3() ()()12,Mx Ewhx x  (1) 
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где E – модуль Юнга. При этом напряжение 
(единственная существенная компонента xx) на 

нижней поверхности листа 

() ()()2x Ehx x . (2) 

Оптимальными считаются равнонапряжен-
ные рессоры, то есть удовлетворяющие условию 

() const,1nx n N. (3) 

 

 
 

Рис. 4. Схема изгиба одного листа 

При невозможности построения равнона-
пряженной рессоры требуется построить ча-
стично равнонапряженную рессору (см. ниже). 
Равнонапряженность (полная иди частичная) 
достигается подбором функций hn(х). Рассмот-
рим вопрос об отыскании этих функций в неко-
торых частных случаях. 

Оптимальный профиль однолистовой 
рессоры при нелинейном изгибе 

Пусть рессора однолистовая. Уравнение рав-
новесия листа следует из (1) с учетом сделанного 
предположения о нагрузке (сосредоточенная сила): 

3()()12 cos () ()
l

x
Ewhx x F l s ds. (4) 

Из (2)–(4) и условия защемления листа 
(при х = 0) находим 

3 cos () ,

(0) 0, () ,

l

l
                     (5) 

где 2 33 (4 )EF w. Нелинейность задачи (5) 

означает, что рассматривается сильный изгиб. 
Решение (5) существует (и единственно) при 

2l  и имеет вид 

() arccos1

arccos1( )

x l

l x
. (6) 

Тогда из (2), (3) получаем 

2
() 2 1 1( )hx E l x , (7) 

то есть однолистовая равнонапряженная рессора 
имеет эллиптический профиль. 
Практически при нахождении профиля зада-

ется не , а прогиб рессоры 

0
sin()
l

xdx. 

Тогда из (6) находим, что 1 cosl , где 

0  – корень уравнения 

sin cos 1cos 2 l. (8) 

Легко установить, что при 4l  это 

уравнение имеет единственное решение. Если 

1l  (слабый изгиб; эквивалентное условие: 

() 1x ), то из (7), (8) получаем известный 

результат [1]: 
13

() 2 1hx lFEw xl, то 

есть однолистовая равнонапряженная рессора при 
слабом изгибе имеет параболический профиль. 

Оптимальные профили двухлистовой 
рессоры при линейном изгибе 

Теперь рассмотрим двухлистовую рессору 
при слабом изгибе. Предположим, что: a) листы 
рессоры контактируют (кроме точки защемле-
ния) только в точке, расположенной на краю бо-
лее короткого листа; б) ()nx  (а не модуль, 

что требуется в (3)). Тогда уравнения равновесия 
листов имеют вид 

3
2 2 2() ()12 ( )Ewh x x Pl x,  (10) 

1 2(0) (0) 0, (11) 

где P – сила взаимодействия листов, которая 
находится из условия контакта листов в точке 

2xl: 

1 2 2 2() ()yl yl ; (12) 

0
() ()

x

n nyx sds. (13) 

Из (9)–(13), (2), (3) (с учетом предположения 

2 1 23
1 1

1  2 1

( ) ( )(0 ),
()()12

( )( ),

Pl x Fl x xl
Ewh x x

Fl x l xl
  (9) 
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(б)) можно получить уравнение для P в виде 

2 22 1 , 

где 2 11 l l , 2 11 Pl Fl . Легко 
установить, что при 0 1  это уравнение 
имеет единственное решение . Однако, находя 
из (9)–(11), (2), (3) 1( )x , 2 ( )x  и затем из (13) 

1( )y x , 2 ( )y x , можно показать, что при 2 1l l  

2 10
lim ( ) ( ) 1
x

y x y x  (верхний лист «проника-

ет» под нижний), а при 2 1l l  1 2( ) ( )y x y x . 
Таким образом, при 2 1l l l  получаем оди-
наковые параболические профили листов 

1 3
1 2( ) ( ) 2 2 1h x h x l F Ew x l , а при 

2 1l l  равнонапряженная рессора, для которой 
выполняются принятые выше предположения (a) 
и (б), не существует. 

Докажем, что при сохранении предполо-
жения (б) при 2 1l l  равнонапряженная рессо-
ра не существует, даже если отказаться от 
предположения (а) и допустить, что листы мо-
гут контактировать по некоторой области 

2 10 l x l l . Учитывая, что при 0 .x l  

23
1 1 1( ) ( ) 12 ( ) ( )( )

l

l
Ewh x x F l x p s s x ds , 

23
2 2( ) ( ) 12 ( )( )

l

l
Ewh x x p s s x ds , 

1 2(0) (0) 0 , 

где ( ) 0p x  – плотность сил взаимодействия 
листов, получим с учетом (2), (3), (13) из усло-
вий 1 2( ) ( )l l  и 1 2( ) ( )y l y l  соответ-
ственно 

1 2 3 4A A A A , 

1 2 3 4
2 2

1 2 3 4

2 2A A A A
A A A A

, (14) 

где 

2
1 1( ) ( )( )

l

l
A F l l p s s l ds ,  

2
2 1 ( )

l

l
A Fl p s sds , (15) 

2
3 ( )( )

l

l
A p s s l ds ,  

2

4 ( )
l

l
A p s sds . (16) 

Из (14)–(16) следует, что 2 ( ) 2
l

l
p s ds F  и 

2

1( ) 2
l

l
p s sds l F , но эти два равенства про-

тиворечивы, так как ( ) 0p x  и 2 1l l . Поэтому 
высказанное выше утверждение доказано. 

Откажемся тогда от предположения (б), со-
хранив (а). Из (9), (2) следует, что если 

2 1Pl Fl , (17) 

то 1( )x  меняет знак в точке 2 1Pl Fl
x

P F
. То-

гда из (9)–(13), (2), (3) получаем уравнение для P 
в виде 

2(1 ) 2 ( 3) ( 1) , 

где 1 2l l , ( 1)P F . Легко уста-
новить, что при 1 это уравнение имеет един-
ственное решение , которому соответствует P, 
удовлетворяющее условию (17). Тогда профиль 
нижнего листа 

1 2

1 2 1

6( )( ) (0 ),

( ) 6( )( ) ( ),

6 ( ) ( ).

P F x x w x x

h x P F x x w x x l

F l x w l x l

 

Заметим, что 1( ) 0h x ;  это означает,  что в 
точке x x  нижний лист имеет внутренний шар-
нир. Профиль верхнего листа параболический: 

2 2( ) 6 ( )h x P l x w . 

Для проверки непротиворечивости предпо-
ложения (а) и требования равнонапряженности 
рессоры нужно исследовать знак разности 

2 1( ) ( )y x y x . Можно установить, что 

2 1( ) ( )y x y x  при 2 1 1l l , где 

2(4 2) 7 , а при 2 1l l  существуют 

20 x l , для которых 2 1( ) ( )y x y x . Тем са-
мым, равнонапряженная рессора с найденными 
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выше профилями существует только при 
2 1l l . Вопрос о существовании равнонапря-

женных двухлистовых рессор при слабом изгибе 
для 2 1l l  остается открытым и требует даль-
нейшего исследования. 

Частично равнонапряженная двухлистовая 
рессора с листами постоянной толщины 
Рассмотрим двухлистовую рессору с листами 

постоянной толщины. Обеспечить полную рав-
нонапряженность такой рессоры, очевидно, не-
возможно. Потребуем, чтобы рессора была ча-
стично равнонапряженной, а именно 

1 2 2( ) const, 0 ; (0)x x l .(18) 

Предполагая, что листы контактируют (кро-
ме точки защемления) только в точке, располо-
женной на краю более короткого листа, из (9–
13), (2), (18) нетрудно найти, что 2 1 4 13l l , 

2 1 2 3h h . Легко также установить, что 

2 1( ) ( )y x y x  при 20 x l , следовательно, 
принятое предположение о характере контакта 
подтверждается. 

В данном случае можно также установить, что 
параметры такой частично равнонапряженной рес-
соры являются решением другой задачи оптими-
зации, которая в определенном смысле более есте-
ственна. Так как изгиб линейный, то прогиб 

AF . Максимальное напряжение в рессоре 

1 2
max 1 20 0

max max ( ) , max ( )
x l x l

x x . 

Так как изгиб линейный, то max BF . При 
заданных E , w , 1l , величины A и B есть функ-
ции 2l , 1h , 2h . Более естественная задача опти-
мизации рессоры состоит в отыскании 2l , 1h , 2h  
таких, что minB  при условии, что 0A A  за-
дано. Вводя безразмерные параметры 

2 13 2,l l  3 3
1 21 1 ,h h  принадле-

жащие области D 1 3 2, 0 1 ,  нетрудно 
из (9)–(13), (2) найти, что 

3 3
1 14 ( , )A l Ewh ,  

2
1 16 ( , )B l wh , 

где 

2( , ) 1 (3 2 ) ,  

1 3 2 3( , ) max 1 , 2( 1), (1 ) . 

Тогда упомянутая задача оптимизации сво-
дится к отысканию точки безусловного миниму-
ма функции 2 3( , ) ( , )  в области D. 
Принципиально несложное (но несколько гро-
моздкое) решение этой задачи минимизации 
приводит к выписанным выше значениям 2 1l l  и 

2 1h h . Этот результат является нетривиальным 
и позволяет надеяться, что найденные выше па-
раметры равнонапряженных рессор также явля-
ются решениями аналогичных задач минимиза-
ции. Однако строгого доказательства этого 
утверждения в настоящее время не имеется.  

Заключение 
В работе найден ряд новых параметров оп-

тимальных, в смысле равнонапряженности, ли-
стовых рессор. Показано, что такие рессоры не 
всегда существуют даже при возможности под-
бора переменного профиля, а существующие 
могут иметь особенность – внутренний шарнир. 
Установлено совпадение параметров частично 
равнонапряженной двухлистовой рессоры с ли-
стами постоянных профилей с параметрами та-
кой же рессоры с минимизированным макси-
мальным напряжением. Полученные результаты 
имеют практическое значение для проектирова-
ния надежных и долговечных рессор, а также 
вносят вклад в общую теорию расчета рессор. 
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Abstract. A series of results concerning the finding of 
the parameters of the equal-stress leaf springs is present-
ed. The nonlinear bending of the single-leaf spring of the 
variable profile is considered. It is established that the 
optimum profile for a strong bending is elliptic. The line-
ar bending of a two-leaf spring with leaves of a variable 
profile is studied. It is proved that the equal-stress spring 
does not exist for different lengths of leaves, if the stress-
es sign is invariable along leaves. Such spring exists only 
for equal lengths of leaves. If the sign varies but the abso-
lute value of stress is invariable, then the equal-stress 
spring exists when a shorter leaf is sufficiently long. Such 
spring contains the internal joint. The parameters of a 
partially equal-stress two-leaf spring with constant pro-
files of the leaves are found. The connection between 
these parameters and a solution of the problem of maxi-
mum stress minimization is established. 

Keywords: leaf spring, linear and nonlinear bending, 
equal-stress spring, internal joint, stress minimization. 
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