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Малеко Е.М., Чурсина Н.В., Пузанкова Е.А. 

ВОЗМУЩЕНИЕ ОПЕРАТОРА ВЕБЕРА-ЭРМИТА ОПЕРАТОРОМ 
СДВИГА 

В работе рассмотрено возмущение оператора Вебера-Эрмита одним оператором сдвига. С учетом полученных ограни-
чений вычислены собственные числа и собственные функции возмущенного оператора. 
Ключевые слова: гильбертово пространство, собственные числа, собственные функции. 
In work perturbation of operator Weber-Hermite of one operator of shift is considered. In view of the received restrictions 

eigennumbers and eigenfunctions of the perturbation operator are calculated. 
Key words: Hilbert space, eigenvalues, eigenfunctions. 
 
В [3] рассмотрен действующий в комплексном 

сепарабельном гильбертовом пространстве (СГП) Η 

дискретный оператор А, собственные числа m C 
которого простые и занумерованы в порядке возрас-
тания модулей, а соответствующие собственные 

функции m образуют в Η ортонормированный ба-

зис, 0m . В этой же работе был рассмотрен и 

действующий в Η оператор 

 ,:k kB A P, k , 

где kP  – оператор сдвига, 
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Здесь (·,·) – скалярное произведение в Η, C, 
γk,m – положительные числа. В [1] все числа γk,m =1. 
Области определения операторов: 
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Это следует из изоморфизма пространств Η и 2. 

Доказана (в [3]) следующая теорема. 

Теорема 1. Если для любого 0m , неко-

торого 00k  и любых комплексных , таких, 

что k00  выполняются включения 
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то справедливы равенства 

Bk, m = m m, 

где 
1

,
s

mskmsmm .     (3) 

Другими словами, m – собственные числа, m – 

собственные функции оператора Bk,. 
В качестве оператора A далее будем рассматривать 

оператор Вебера-Эрмита А:= 
4

2

2

2 x

dx

d
I, действую-

щий в СГП H:= ,02L , I – тождественный оператор. 

Областью определения D(A) будем считать все функции 

f=f(x) такие, что f и 
dx

df
 абсолютно непрерывны на 

любом отрезке полуоси 
1R, причем HAf . 

Собственными числами оператора А являются числа 
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, 0Nn , а 
nnn Dc1  – соответству-

ющие собственные функции, образующие в H ортонор-

мированный базис. Здесь 
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функции Вебера-Эрмита, а Нn – многочлены Эрмита, 
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– норма в H.  
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Из [2, с. 122-124] известно, что 
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Из (4), (5) получим 
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Для Nk  имеем 
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где nknnk cc /, , ))...(1(, knnnk . Оче-

видно, что 1jj . 

Коэффициенты )(,ms  ряда (3): 
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Используя формулу Стирлинга, из (6) получим 
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Проверим: для каких Nk  и C справедли-
вы включения (2). То есть найдем условия, при кото-
рых ряды 
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сходятся для ненулевых C . 
Пусть k = 1. Тогда (7) оценим следующим образом: 
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Так как интеграл ds
s

Ms
s

m

1

12/3  сходится для 

любого положительного 1M , то сходится ряд в пра-
вой части (9),  а следовательно,  и ряд (7)  при k = 1 
сходится для любого C . 

Аналогично оценим ряд (8): 

 
2 1/2

1/2
2

1

(1)
2

1 1( ) .

m

m

m
s

s
s

eF
m

sk m s m
e

s s

  (10) 

Интеграл ds
s

Ms
s

m

1

12/1  сходится для любого 

положительного 1M , поэтому сходится ряд в правой 
части (10), а следовательно, и ряд (8) при 1k  схо-
дится для любого C . 

Пусть 2k . Тогда из (7) и (8) получим 
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Интеграл dss sm

1

22/3
 сходится для любого 

ненулевого комплексного числа  такого, что 1. 
Поэтому сходятся ряды в правых частях (11) и (12), а 
следовательно, при k = 2 ряды (7) и (8) сходятся при 
тех же значениях . 

Пусть 2k . Оценим ряды (7) и (8): 
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Из оценок (13) и (14) и расходимости интегралов 

dsMs sks
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следует расходимость ряда (7) и (8) для 2k  и лю-
бого ненулевого комплексного . 

По теореме 1 собственные функции возмущенно-
го оператора Вебера-Эрмита kk PAB :,  при-
нимают вид 

 ,~
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,
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однако с учетом представлений nnn Dc 1
 достаточ-

но просто выводятся и равенства (15). Таким образом, 
доказано следующее утверждение. 

Утверждение. Оператор Bk, =A+ Pk  (А – опе-
ратор Вебера-Эрмита, k

k PP )( ), действующий 

в СГП H:= ,02L , удовлетворяет всем условиям 

теоремы 1 при 1k  с )1(0 и при 2k  с 

1)2(0 . Его собственными числами являются 

числа 2/1mm , 0Nm , а соответ-
ствующие собственные функции имеют вид 
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